ANALISIS PARA EL CBC - PARTE 1 -6- ASIMOV

Dado eL W(SUHTO H:(Sif)]? —-—-gwmnj-—-—-

. CQH(BUHTO miNOranTe = (" 0d ’ 3] mﬁls———
waguier N A .

; S0n Todos Los reales
ConTenido aed es cora Infenor  mengres o Bual.. ad.

. Cono‘unw meyoranTe. = [5 . + oa) __g,.mmw

I%(‘ &;Fuca'ra, om0 Tiene€ coTas thGriores 7 5ng
rjores  es on @@m STade.

iEXTFeMG auperior = 5 (E'-L mu'm'mo dEL comjunTo
m&yorc':‘nTE). Adma’s; como 3 Eﬂj eL Cﬂmdunm
Tiene maximo y vare S.

o ExTremo inperiof = 3 ( eL maximo deL Conduwro

mimrﬂme). En este caso 3 ﬁﬁl por L0 BWTO
A no Tiene minime,

Cmgi&ieacid‘n_dég%umosﬁ MY meros (edes
o Enrarno:. S5i 6EK y hé RY (ws reaLes Fa&iﬂvog
eL entorne de centro 3 y fadio h es c inTer

vaLa abierro (&—hja+H). O sea:
E(‘SJ‘L‘)“ {X/KEE’ A }X-*B/( L”i m

o EnTorno reducido: EL enterna reducido de aEn
™0 g y radio h, E'(a,h)J es igust 3 E@,h)
e.xcz,uyewdt) 6L punTO 8. Es déecir:

E’(a,h};x/xalﬁn O([x-SICL!S g-h @  ath
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.@%’_W abierto: Un cnndkun'm A es abierro si ,155:,0
E,-,i}T'OdOﬁ sUs pUHTOS Son INTeriores, UH Pun-ra 61‘4
€s inTerior 8 A 5'1;50'1.0 Si, GXISTE vn enTorno de
ese punTo ToTaLmente incLuido en A

pﬂf e'%mpm: A-: (!J- 5) ; 5;‘ TOmamos EL purTo
29 , ‘éste sers’ inTerior pargue E(29; 01) es@
incido en A. Se poede hacer esto n m_ﬁui@“
porro de A por Lo TamTo A es abierra.
CU&L%UEE(‘ inTervaLo abierro gera’ un caaunm
abierTa. MO 65'.} LI INTErVALO  Semi cerradg. F@r
%E*HPLO‘. z‘]=(fj 3] no es abierto Pargue no
CxigTe un evTorng de 3 (de hingun mdio) ijUE
este incido en A. Lfoora o A, anmes no

s @aggrg cefmdo ! Un condunm A es cerrado s
SU ompLemeno s bierto. Es decir | A sers’
certodo si [R-A es ahierro. (R-A es o
wﬂdUﬂTO de Todos 105 cLementos de [P gue

no peftenecsn a A)_
CUE*-%UiBF iINTervalo cerrado Sera Um coudun‘ro e,

QD(” %&mpm: A; [1‘3] es cerraclo FO(S]UE.:
[K-A- GM; I) v (Bﬁm) €S abisr“ro.(t:i&am gue
C-UIMPL& L3 clepnicioh de wvﬂumo abi@-r‘ru)
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Funciow £S5

5@__:{:50'&; R: A""B. Una rcf.aciofq Q cJEL mdm-m
A en e cc”d'un-ro B es coaLguier ConjunTo de pares
ordenados (&b) donde aCA y b€ B

Funcion - F'.FI -5 . Una recacion K de A en B
sefs’ funcion Si sOLOSI cumpie 85 dos camdicic
nes 58{:{3:4195:

)\-/AEA .Elyﬁ@/(xj}oﬁp

O ses , pare (3d3 eLemenTo de. cova'un‘ra A
existe on @emento del B con e cad forma

Un par ordenado que pertencce & 1 recacion .
(No hay eLemenTo de A sin "comloqﬁero’*)

ﬁ (<¥)Ep a(x,2)EF = Y-z

Es decir, si X Tiene dos Companeros | deben
Ser o mismo. Esta es una porma maremaTica
de indicar 3ue. para c3da elemento xE A debe
haber un Unico Ompofero L cusL LLamaremos
imagen. de. X

Adwfs Llamaremos :Dmnirnio _d_;_TE aL caa'uwrra 44

) Liogen dep a1 conjoro. (inewide en 3) form
do por Todpg (0s eLemenTosde B para Los cuaLes
CxisTe &5{3;1 xEA der cual Son .‘maacn.
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Es decir: I-F . iy y€B A IxEA /(k,}’)ifj

Grificamente (para e csso en que A y O rongan
Uné cdnTidad finiTa de &&nenm:;):

Ie (ima’ de ,:)
pormadg gor LOS unTos &
Loy cuBies LLegs duguna plecha.

De cads gonro debe
Saur nd y 5o o8 FLeckita para que se3 funcion

Cuasificacian de punciones

o Jabreyecrivas _0 Suryectivas: Una puncicn es sobre
; d ) ' i i Fi : Fl) 5 )

yECTiva Si §OLO Si, LA imagen cOincide con eL covzjum;

To B, Es decir:

[A=G es sobreyecriva &=> Te=0

(ﬁf‘a’FfﬂﬂHﬂﬁHT&: ne I'aay eLementos de (3 a Los giuana
Les Lr.eﬂ)e, frechita )

o Inyecrivas: Una Foncion €s inyecrive i, sdosi,
c3dd eLemento de 3 imdaen €S ima“éen de un
Ufm'w eLemenTo deL dominio Es decir

Fiﬁ*ﬁ) ES InyecTivg <= YxEA 4 Vyf:z‘] ;

FO<)= Fly) => X=y

(Grélzicamen-re.: ) hey dos pLechas Lteaanda S

N eemenTo de 6)

Neta: | £(x) lsBmFica “La fma’écn de x & Través def’
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O sea, ev far ordensdo (X, Féc)) E F . Ademds,
por eL 2% axioms de funcion, pars cada X va &
haber ung Onica Fék)

o 6ny£‘|’”$51 Una Func:ia% €3 biyec‘rr‘ua ai’so’r_o S|,
es inyectiva y Sobrayeama.
Grépicamente: 4 c 3

o As’ se ve una
Funci:{n biyer:rfua

MM .Oacia uh8 Funcio’n Siempra se
puede enconTral 1a feLacion [nVerss danda vueld
Los pares ordenados.(S; (8,b) & F => (b,3)
¢ 8 La reLacion inversa de F)' Esta netacian
inverss sera’ asu vez guncidn si, S0 'Si, LA P
ere bi}_ze.c'riua,
Fiiate en e arafico de arribs: si das werrs 13
fLechas, para Que vayan de un CLemento de B
a de A correspondiente, ObTenes La (eLacion
ihversa, ClaramenTe esta feracion es punaioh
Entonces: Si ¢ €5 biyecriva, ta pundién inversa
es TaL gue: si F("-)=>’ => F:I(Y)"X

L8 imagende. X mﬂrmﬁm de Y

Ll s 09 por £ es X

M: di La FunCiafn f es inyecriva pere o sdnmy.;
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se puede okrener 13 Funciofr: inversa r'e-s.'rn'néieudo
su dominio 3 La imaaen de F.(ya Vamos a ver on
giempLo, Fﬂddnaia)

l?e‘presmmdoﬁ ra'rica : /ias Funhciones F:A-,.E,

(donde ’4)’ B "son ‘Q;a estan incLuidos en If)

ueden representarse graficamente € €L plana,

Ev grspico estard da por cos  purmos (%;9)
/

Ioaraﬁws cuaLes y-: F(x).

E!‘%gw: £: R=>R Ta que pB Lada X ER sv

imdaem-es: £6)s X~

Asi, La ,‘mafaen de X=| serd F()=1-1=0@.

s ot

A |) G f.‘(z)nl- Como se ve en eL
e rapieo, 8 cada x € IR

//f'.o) X @5 aorre,spﬂndc U”i)"

distinTo (eﬁ fnye.Cn'ud).

Ademas, 18 ima gen (Todos o5 vavores de'y posibues
ToLes ?uc exisTe un ‘X’Taf. gue )’: F(x)) es 50&:.
alR. Gor Lo Tanro F es sobreyecrive.

En concuusidn, p es biyectiva y, por Lo a0, Tione

inversa F_l- Cars caLcowar F’* recordamos que

F6)-) => F(y)=X
Lo Gnico %ue, ”l&)/ %ue hacer es despeo'&r‘ X de
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L8 expresion: My=x—l _— (}X:}’H

F (<) ()
Listo. S ahora quetemes grapicar esta nveva
PUNCION Tevemos Qe Usmarte X'a s eLemen
Tos der dominio de |:"'t y“y" a8 (as imaames. -

O Sea:

Can;bi;nd;rxfry Esto L0 grapicamos como
bna Q)= X+, gue es 13
E0=xtl  inverks de F) -

/ﬁminio (na Todo I'f)

F:[—Z;Z]—"lps

/ £ no es sobfeyecriva porgue
eL c.and. iwnacn I es latal.
d [—J,Z;r]; %ua no coincide
con K. Enronces ﬁi no 5€
(@ puncion & &mPLiﬁ'a
e 1®axioma de Pmcia;‘r),
pero esto se puede ame

81,3;‘ re.srr;néiendo sv dowinio para g]ue, 5ed iauaL al

ﬁl: [—I};l:l — [..2:1] o as s’ es Fmaic;n.
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Ademss FES‘?*TE %u.: L3 FUHCEJH inversa f:' y la diree
Ta P SON  SIMETIIEaS reapec:ro aL Pae. X= y (La dna
gonat Punfedda> Esto es siempre a5/ .

D%gmaarmcn-ro ?Lcambxg de escals

¢ D&igt,aaam]&rro: Dada una F(x) cyo raf:iaa es

conoeido y dadqg (x).—. F(x-a)} podemas abTener

eL napnﬂo daax despazando f(x) en [3] hacia
8' es posirtiv, 0 hacie (& 1E$U|erda

(cbarap) Er2) e

gér\- Q) % a_‘;

ciq_bﬁ de escala: Dada eL ra"pl'co de FC");
podemos obTener cL de é(x)= F(b.x) comprimien
do F(x) en un gamor deb’,si by 1, 0 expan
diéndoo s b<l.

By: Con s px) de arriba:

be 2 | £(2x) b-yﬁ F(%%)

eracha $i
Si a es neamu.fd

AN : L
-\ ‘_:X_/ 2 4
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Ahors pare araFicar 5(&) z F(bx-aﬂ ——

Fn‘maro deapbaza's F("‘) en [a] (hac.ia dmde.cq
(responda | como antes)y aL rapico despLazado
Lo tomprimis con un pacror de b [ 0 expandls,
Lo gue Ooff"&bpﬂm:\ﬂ). ?Q'O) f)rl'msro despl.aaa%,
m comprim(§ o expandis.

Eunciones especiaLes:

Vamos a ver augnss ponciones que. aperecsy con my
cha precvencia en matemsrics {naeh'rerﬁs,em.

F(x)=a x.}r\
y S0 ara"piwt A

abi.. At bl cuncidn comstame

a[ ; _ %
i *
/ T T / (f{?n Ka.n)

>

/ Funnie’n i denridad

o Cuadtsricas: \F(x) = ax%y bx ¢ CJ

o Lineares: La Forma 8&1&*& s

(con as0)

Con: X, = -b )/vz F(xu)

23

8> 90
Yot~ Pars a¢o e ara’p.‘m es hacia

T x, " aba‘m/\
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#69-=[X]

> Te acordds que eL
VaLof absowTo de un
nimero era Siempre
FO‘&ETNQ 7 e eso eL
candun*m ima'a&m es [o,+x)

. !M db&lg@ :

L‘ Es Simcfﬂ‘fﬂal eL vator
dbsawto de'd’'o de -a’ es si&npl‘e a.

0 E%nnamé-rrica:); l ﬁﬂ(&) ; Cos(x) ; r&(’ﬁ}]} ere..
| sen(x) d cos(x)

L LAMD
P

Los I"ﬂFlﬂ.O'S Som exacramente | aua.l_&s! pero despLa
zadus en W/ . En ambes cosos er dominia sos

Todos Los fedleS y e cora. Jmaacm SOLO eL inTer

YaLo |-I. |
o ]%@ m%@ sen(x)

vsLes el denominddor
&6 noto (poc eso de ge

i 1 | : Cﬂb x-)

I | I |

: ' | I En esTe can Se excl
1 l =
: | | yen der dowminia LOS

. : : s
T i 3—, vaLeres de X para tos
&

[
|
[

|
|
{
|
!
I
I
|

OPEPRIRR _
P
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o Se puede dividir por cero, VISTE ?> Envonces:
%=§"/xr.‘ll€ A x#(zmﬂj‘_['lzj ! ME.NI

Hinatfn milripeo imper de Ty,

o Hiperboiicas: | sh(x) ; ch(x) ;fh(xﬂ; erc..

Se depinen de La SuﬁuimT& manera

Seno hLP 5}1(&)= o

- Z Tangemrghip: Tj\(x)-. (%)
b X =X Ch(x)
Coseno hip: d(;.% C+C -
L 2
Tambien esTan Lo COSecanTe  Secante y corangen
Te higerbdiicas gue Sow 133 inversas muitiprica
TWas deL 10, cosena e hi perbaLicos,

respectivamente.(y 1o mismo fara L3s Tronomérricas)

Sus ara’pfcoa y L0S de 5ud pundiones inverges
(a%ﬁhfaq J argcwx.) y arath(x,)) Son ;

ey w sh: I =K

| xf; L Es l:{yec.Tiva, asi gue

| 47 drgshi) ho hay probLema e
e : eNCOATRAr SV inversa

L/ ‘. 3%5h (x) -
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|

ch(x) Y ch: R =K

i ('”0 es biyec.TFVd. Cars Pcﬂﬂ‘

3 ChenTrarle Inverss mos que
1 I

) 1=
ol 8amos Com un FEIIGEG de

A : Funaicfn. (esrr‘f%imﬂﬁ e do
mivio 8 [0, M)y eL w’b
de ueaada a [1;+x)

O sea, graficamos La inversa  paca;

dwk: [0j+ad|>-—r {]j-}ad) Qiue. 8 es bfy&ﬁ'rf\r’a.

a(argh P‘j tt’l , |Q - R

! {

: Thix) Es inyecriua pero ho wbl‘g

—e  Jeciva eL conionTo img
&n es (-n',- I)»_IEne.mos

%UB f&'STriyair e. do-

minio de argﬁn a ese

INTErVALO Y enTonces si,
arérh: E1,1) = R es
funcion-

Nora - Oig, no Te coupundas tas inversas mucTiptica
TIVas (Sech(x) = Yy, por ed'empm) Con Las funcio
hes inversas que Som Las %ue @r&[:f‘ﬂ&mos-

x No es e CJn Dﬁa[na{,! es séo (3 rwma derecha.
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Composicids de puncionts:
Dadas dos Funciones “Fn)’ "a‘ para Las CudLes

Ié.C.D,: se puede obrener La puncion Gmpuesta

h(x\ de (a Sgﬁﬁw‘r@ maners:

: g
(%)= (F;é)(@ - £y |4 o
F (omuUesTa con
Es decir , Primero 58¢8s (& imaém de "X’ Porg
8 ese (esuado Le qpuicas ‘! Para poder apui
car e’ 5 @f) (pars CoaLquier X gue perrercacs
aL dominio de " ’J e necesario gue @(x} este
dentro det dominio de F.ﬁj 0 sea, gue T O,
('mﬂ&ev'i de 4 incLuidd en eL domiviio de p

Si % no ESTEI! meluida e :DF . habra’ un coniunTO
de vawores de X pefe tos Cuates (X) no Tiene
ima&e« por P (Pvn'ros 9¢9 que ¢£DF). En ese caso
hay que reswﬁn&fr‘ er dominio de h 8 vn subawmiun
Yo de :D(j* de manerg gTue. para Todo X € Dp
Se CcumpLd que a(x) £ DF'

%EﬂP_LOf Tenemos g yg TaLes gue:
e: R= R / p(x)- 3x

6:[0j+m>_p[0j+m) / 5(::}:\]—;1
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EL dominio deé no €3 R pﬂf‘_tiue. hQ0 €XISTE (a8 (312
de himeras n&ad‘ﬁv’ﬂs (en redlidad existe Fem ha &s

reat):
Cateoramos | pog |: <)) = s 5
FG0)- #(R)- 247
En esre caso: doude decia X Fnudn 5(::.)

T-lote) %R = HEDp se cmpe

Grapicamente: % p apLicando ¢ hmea
% obrenan unN°< 0.
§ " 1o)

Faé 'I_;H: [Om)
Ahora caLcotamos : 6({-‘(&}): 5(5:(); J;J

reenpwzams X Par Ix en La
En este ca50 L0 que expresich de 40c).

deberls CompLirse €5 IFQ%( porgue. catcuLamos
BﬂF ) no Foa ) in embaraaj om0
I{_‘: “Q i ﬂé= [OJ'T‘QQ => IF QD(j no se CJJmPL&.

GraticamenTe I;- R

DR

Q S8, lnay que &eatr %"F omo Un Submﬁ de.
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0 ‘ P
F para e eysL L3 ma&m esTe inewids e %

(r_{o_rgl L3 imagen de un Subconi. S es e cmdvmo
Formado Pcu‘ T0d3S Las J'M%Bnes de LoS FUHT{?S
perTenecientes 3 6).

Q:urvas ginidas oarama'mcame»«m:

Una curip en e puano es wn conjonto continuo
de pares ondenados (X (z), 5(1:)). Cvando T, ec
Qardmerro recorre un inTervaw [a;b) , LoS pares
(K(r) ) 5(‘:)) describen yna Corva onTinua e €
FLEMO.

Las punciones describen Curvas en €L pLang.

Nagta ahara hemos de[:fn‘lcb 8 las punciones de
manera expLicitd  daudo (3 expresidn = p(x) pars
obrener (3 imaﬁw de X. Sin em 0, 8LGUNGS
Runciones tambich pueden definirse parameTricament.

lempLe: Dada F(x)= X J uscamos  Su Form3

psrameTrica. Tomamos a X como Para‘ifnmra s ke
= 6(‘[’:}: XE: tz == (E;tz) E‘S‘I'K\

€5 & forma paranérrica de p(x)=X*

COrmo %&upw: Dada 13 ecvacidn x?}a‘: P,

|
deginir paraméTricamente 13 Curva Que describm
LS punos SOLCiom.
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F’ara €8T S€ U%d Un Tfusiui'ro muy Tl'iFIcD‘; oL
define: ﬁ:; ¢ cast\ « X (D)

Favra ) eTOnCeS, obTener U (7). Para eso recordsmas
(dev secondario probabremenme ) una propiedad de Las
punciones Tramuwdrrfcgas: » ”

Lms(x) $ %n(x) = W

Fiiare aue S deginimos \bﬂ" Senf],ui ecd

Ciov oriéinan, ;}ueda:

(¢ Cnst)er G sewt)t-. e
r
Esta e5 vna idenTidad (uau.’. Vt’) ) Y €50 severi
(8 directamente usando 14 Fl“opiedad anrerior

LiSToj L8 CUrva esTd pormada por s pares orde

nacos: (0 wst raent) T & [o}znﬂ

Es un cireyo de radio I s / 02
0o enTre
y /
1-.55 porgee: negpuey e
\'L- Sen y e s B"IFIE_
Lo Ta0 . 2 8 Pef?e'l'lf' SU§
K r X VALOreEs |
L.
2" W (w5 3, O seng) < (0,-1)
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EJERCICIQS

A continvacidn vamos a ver ums serie de %El’ti
Cios 8LQUMOS de Los CUALES  Som SimpLemenTe.
%jrmpma de .o _a)ue. Vimos en L3 parTe Tedlica,
0fres introdvcen abéuﬁﬂﬁ hoerds, (ero semciLLas,
degini ciones.

] Dererminac si Lad 5i&uiemes proposiciones son ver.
daderss o FaLsas. O Lo son probario, sivo, ha
LA un ConTracjempLo.

(Esve ejercicio  es un repaso de inccuacimes)

)

(EL X3#0 es necesaria For%ue. cwando X=0 no

Ll | 0 m> | -y
J< n X$0 => <','<‘<' > -1>X>1

Se puede, hacer VK)

La primera impLicacion es verdadera. Esro sate

direcramente de vna de LAS propiadddes de mo’
duLo Qoe Vimos en La parre Tedrica.

Din esu-»-lba;raaJ L8 2% jmpuicacion ya no e verda
ders. FBBTE, sim pLemenTe, %ue no hay nimdu’m \Vator
de X Qe ses menor gue -1 y mayor gue (1)

AL MiISwmQ T BmFO :

es < I; pere o

Comra%e,mpm: Con X2 : |-'.£
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cu.mpa.e. -1>2> 1
93 XCQCO —> X>ax A x>0
Esta es verdaders. o probarto vemos gue ¢8
hipdTes's  x<a<o impuica gjue.: X<Q; a0y X<0
Entonces ; muuripLicando L3s 2 primerss por X y
(ecordando Que, tomo X<O, hay gue inverTit (a
direcaion de (a d&ﬁfduaLdad:

(X< ) x —» x*>ax
(a<0). X => ax>0

Lisro, hemos Comp(obade gue La propesicida
era verdaders,

\_ﬂ E-Scribir La Sfauicme Ex‘(ir esion Sin L8 barra
de méduto: ’QJ ) IQ'E,

f)e'snlzwzmmJ por 14 deginicicn de mddoeo gue

a-b s a-b >0
~(a-b) s a-b<o
Envonces , Tenemos 4 combinaciones posibes

a20 a ajb = |a|#[ﬁ.-b[= a__(q-b)=b

>0 n ach = E i-—(-(ﬂ.-—bﬁ-' 2a -b
<0 a ad>b => «-0-(0-by=-2a b

v Q<0 n O¢b =5 =—a,-(-(a-b))=ab

& s ayo

|'1| = la-b|=

4 s a<co
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Csto se escribe:
b si aso n ayb

lﬂ«l-{a,»bb 20-b s ocach
b-2a st 0>a>b
-b $i a¢o A a<b

Q. ﬁerc,rrn‘mar eL ﬂond‘uma SOLucio'n)/ arai:icar.

4<|x3]<6

Esto Lo PodEmUS expresar Tambien de la siquieste
PL

nera : Y
manera "-\Q\XJFS\ P |K+3]<6

Cor Las Propiedades VIST8S en LA Teolicq:
-
[(xfs ;q)u (x+3é-‘1ﬂﬂ[-6<x+3<6]
[(qu-s) X &= qs)] -6-5 {X<eé- 3]
[ X3l v X¢-? | [~‘1<x<3]
X¢-7 E A
i 0 3

0
‘\Co-ma es U, es unidy
de s dos inTervaws.

L e
1y [ Significan gue

CL Iouh"m corres Pcmdi enTe

u( Y ) 5léanimn Que
€509 Pun-ma (J{ y 3)
o EET&; incwidos en

estd newido. eL (nTervaLo.

Ahora Lay qoe hacer La inTerseccion

de esos dos cora‘umos.
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Se DbTI'EHE:j enTonces :

P

|
ey

0 sea- IE (4,4] u-q[r-,?a)}

Fn‘dafﬂ goe, Siendo ]K-}B) L8 distancia de X at (-5))
Los dos inTervaLos de La soLucion compien gue s
distancia at (_5) es  mayor © iaudt gue 4 (lea];q)
y mevor gue 6 ([ers\(B).:De €sTa  manerd ’r:ode%

verigicar Sua TU SOLUCION Sed correcTa.

—rg—
o

-3 0

Ll
L-Hau.ar b1 enrarn@ Con cenTro en |y gue
Contenga al TervaLo (3;5}.

Acordare que Los eutarnos Sou Siempre inerva
L0S 8bierTos del Tio:

a-h 4 Qth
>/a me dan Q=1 em eL emunciade. EL h hay
%ue e:.eaima mayor a 4 (no iéuat a4 par'g}ue
eL S esta jncLuido en (3;5] pero no esTar’a
ineLvido en eL entorno de h=4 Y cenro l)_

t,nTowcesf Fo\' (aam pLO, Tomamos
-E-l-i o128/ i

intecvato (3, 5]
Comg se ve em ev ara'p.fao! e emTorng de Cenrro |
y fadio 4,1 incluye au invervaLo (315]
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b_| Hauac Los pares ordenados (4, la) TaLes gye:
_|_._,{-|=___|____"[sz dﬂmb ¥
(afb’ ) (za—b La )mﬂ PR R

faa gue dos pares ordenados Sean iguates, sus

CompOnemTes deben ser 5(1&5&. O sea:

o EEm e, = Q+b= 2a-b .Zl?a--ﬂ.
atb  2a4-b |

4- a8 =  4aaszb (6. 2bsd]
v

o <=\E=2rl<= 6 - A40

Hﬁy (1%} ggza Paf‘ %ue CUVHP.’.E Lo pedxclo y €3 (S'r‘l)

-’“:I_i—'LQ: Nubo %ue Pedir] ComQ anres, E}Ue Los denoming
dores no pueran cero. Como ayb € R* (ﬂjb>0);
segoro a+b W0 vale nynea cero. Y como 24 4b,
Tampoco 20-b VaLe cero.

6

F?e.presemar en s ?je.s CArTeSIan0s &L ngi&nc
sub cnndun'ra de I0?

D=4/ Jelez v |yl<

Como dice "v° , D osera e mvb de Todes tos
pares ("4)’) TaLe§ gue Jx]sz 0 gTut?. [)H]U.
(0 sea, ra distancia de X apcero menor o 5@{.
que 2 0 1a dist. de Y 8L [ menor a :)
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E Tedos esvos pares (x,y) Tienen

La disTancia de )f aL | menal
al.

A .

Si e vez de U’ hobiefa sido "’ 1a
soLueion habria sido La jwrerseccion
(to reyado dos veces).

Todos esros pares (xy) Tienen La distancia de

X 4L (ero mewol o i&uau & 2.

f
la sovcion €s Todo Lo f}ﬂ)f,ﬂd.::J doble 0 no.

Li_z la recacion Yl, X es Func.'oiq en IQZ?
Es dtcir‘, dada vne retacion de K en R ta %UC‘.
NE! Pﬂl‘ﬂs (x”) CompLen yix} se cumpLen
Los sxiomas de puncich /.

No, no se Cum pLe nfwéuno de ws dos:

. Hay Un monton de VaLores de.‘*x# Far& Log cudtes
hO €XisTe wingun 7# TaL GIUE. (xw) PHTEM&ECS
8 L3 feLacion. Ioor ‘emPLo: X==2 (na Exi§Te
*y‘* TaL gue y‘l: ..z>_

¢ Encima hay dos valefes de y gve se retaciq
Wen con er mismg X. Por ejempLo: LOs pares

(qj 2) / (q.}_7_> pefTenecen a ta retLacioh.
Cor Lo ToMTO0 | No Se cUmPLe ninéuno de Los dos

3Xiamas. => ng_ €S }Cumicﬁq en IRE.



ANALISIS PARA EL CBC - PARTE 1 -28 - ASIMOV

NoTa Ff'a're. une, Si fedef'u‘nimos 1a fewacidn para g]ue,
vaya de. K7 en W} s/ se CompLen Los d0S axiomas

f
Y, eaTonces 13 re,acion es puncion.

&

Dado e Sigoiente 8&’(:[&01 anaLizar wales

deben ser wos comiontos A y B pars gue
N ]

prA—-G dada pol eL pedazo de gripico a

crespondiente, dea foncin biyectivg.

by

l o Primeco veamos que’ debe

f'— ﬂ pasar para gue sea fun

'ELJI : cion: En Pﬁ'neipioj no
debe haber ninﬂﬁh punTo

det camjunro A que no
Tenqd maqen . ﬁor Lo
Tamo A debe ser awgin Sub comiunto L inTervaLo
[3252] ] [OOf ‘.jue eL gﬂesrc de (05 (eaLes No Tienen

I magen.
Ademss, o deke haber ningdn X € aL daminio que
Tengd dos imagenes distivmas. or Lo TEMTO, hay

que e;.eéir aémwa de tas dos Tapss de s eipse,
La rM-o \ . ELegimos La primera, Toman

do B - JQ: ( Lo reaes posiTivos thewyendo &c ce@
Conerusion. y

F: ['?'J 1]""‘"8;

B8

es punm‘dﬂ.
X
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» Ahora, para gue Ses biyecriva debe ser: inyeeriva y
sobrﬂyemua. é

haber n‘m&dn uwro deL covb'umo @ due no e a“p’g
imaaaq”(o sea, Un X deL cuar ser |'maae,q . maJH
vaLor de“y' vByor a | Tiene Pre.:‘ma(ojen , 851 que &
ducimos B aL conjunTo {Oi I_]. Con ese g; F
es Sobi‘Eyecn'\Ja.

Para giue sead inycc-rha . no debe haber dos X" con
1a misma imagen (0 una "y* con dos prei mgenes,
%ua es orfa porma de decif‘m). Coma pars LA
TenQ0 L8 Misma (magen Que pare "ex?, h&y que

eLegir atéuno de tos”~ dos pedazos: /- oM.
-0

COH CLy SiO:/l '

F:[Oj’:’.] — [O} I]

ara que ses Sobfe €5 Fa’cf:. 1o debe

aimos N JrfE‘J,qu‘:llr'iC‘.-:E'E; A debe ser [052:1.

es Fumiaia bryecﬁva

11. HaLLar &L &nminio laara-_ 7_., _)5::_‘:_
X+2

EL dominio esrd pormado por Todos Los puros
gue Tienen imﬂé&n_ En este caso Tenemos 2 resiric
ciones

o que e denomi hader no sea cena, o ses,

X+2 40 => xqe-z)

n%ue. eL aréumewm de 8 (a2 ho Seq hega-rfuq
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(porc%ue np Se pue.de. sacar (a2 de nimeros heaarwos)
O S€a:
X-3 >g
X+2
Para que una: division de 2 numeros sea posiriva ,
'
bos numeros deben Ser posiTives © dmbos negs
TIVOS ! g one porg’ €3 eL denomingdor .
Lx-s;o n Xt2 >o] U [xfs.go n Xt2 <0]

[x33 n x3-27 U] x¢3 4 x<-2)

rogE . 1) Sianesol—

’ Hnﬂﬁgi iwmmuq
Union Ly M——Q———Wnﬁ A CL -2 }fﬂ
2 0 3 %‘uedo’ exciido.

En-ram‘:es ; \D: (—m ; -.Z) U "_bj +Mﬂ

\\lﬂ_l Devecminat e Cm[jUHTO im&aﬁﬂ ) s Cores Y
518?\05 de L4 FUHC;Ofn: F(x)a-x1+q ;(..3_]

Primero La éf‘d[:iaamcﬁ. Es Fa’m Pcrq’ £S Una para"boz,a.

{Y xu=“-.b_.=1ft_.=

20 2()
-5 ]
s Bt unTO imaqen es oL

mwd. de’ Todos w

%uc. Tienen Fr‘ej maém _

LI = (-0, i]‘(

'DU nToS
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o Los ceros de 1a Funcio':a son L0s vawares de x

TaLes g}ua ' F(")“ o | Gra’\:i'f:amewre Son oS

vaLares de x donde ta curvd corta ac a:_ X.

En este ¢a50 devr &ra’pico (a con La cawcoladora @
Con L3 formuLiTa X, « bl {uac > cbtenés
2

a
‘K|=l, 7 => 0$ 50:5, ceros de La

Funciaw-

Podes veripicar ademas gue £(1)= F(3>=O

o Los signos de Funcm% estan dados por et
comunTs  de [oommdad y de negatividad.
X cmd. de pas, C" e e oy de puros det
dominio pai‘& WS (vaLes L3 Imagen es FOSI‘TEV&.
AndLocamente Se deFiﬂ& eL de ne,aa"rwid&d.

CH%"ED/F(K) >oi = (1,3)
€« %xﬁ D/e(e)< OZ = (-0; 1) u(3;4)

. / 5 N
l_l_|l Caa 13 Cuncidn anreriol determingr cotas su.

periores € inperiores sqpremo, INpimo, m8ximos y
mimmos det mnduwro Imaéea, S exisTen.

EL mhdun‘m 1m36&1 es ("Wj 1]..(%[‘ Lo TanTo!

. Coﬂdumo mayofanTe (Fgrmaclg por Todag LAs coTds

SuPeriorES): m
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. Conduwro minoranTe | ﬁf (Ho hay coras 1"[—‘3”0'"53)
(] Supre.mo \'{ MS’:\gfmog m

lIﬂFimo >; mtfnimo ' ng hay.

l_l?'_ Dererminar dominio e imagen !oara c}ue CxisTa

Funcio’n ihversa }/ halLarta,
F(x)~ cos x \

¥

La 5rapicam05:

?Y F:H*E:.

\ /N [ S romne g6
: . —.
o A
o
$€3, no va a Temer

\/ W] e n e K, prices
InvVersa.

hn‘)fwiva hi & paios, o
para %ua Uhd Funda’w Sed foiye,criua se debe cumpu'f"
que " pera cada }/ de B exisd una y S00 uns

§ * " r
pr&ma en Xen A, 91-':110 as fesumimosS La Sﬂbmy.

y (8 inyectividad en una soia prase.
En esre caso Si TOmamos:

B= [-1;1]
eL Pedac:ﬁo de coseno 51[.}11 queda es Una Funcic';
b‘i}ae,mma, Su inverga es €L 7 Va de

B en ﬂ'_ 0 Sed ! 3m€051[.151]_p£0}'ﬂ']
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@De:re_rmmar anaLITICamenTe i L85 Sa‘a. Funciones
Son pares © imp&f&ﬁ.

Uhmeto veamos 1as depiniciones

0 Ulﬂﬂ Func.ia:-: F es @ & LF(K): F(—xﬂ \g/,(
o Una Fundﬂn F asm(___-) FG‘)‘“FG‘) VK
9 F(ﬁ) = X~ 34“(3
CaLcutamos FEX): F(.x);(,x)_a(-x)a

(D‘Gndt dm”a X pom?fs (—XB }r LI.".STG)-
= fx)=-X -3(-)<j;) . =X FB3

\tcuando e potenci® impar el (=) sae.

Si es porencia par e (-) desaparece.
Por edem]am (—x)“ el
Si shora sacas e () pacter comun -

=> F(a);—[x-—bx“} - f(x) => s impar
9F(@=% “» Es Fa’cu‘.r. ver Q’DE ho ﬁw
m imEar, par‘ %MPLGI Fara X=| =5 [:(,5, 0
En cambio F<") hi mqu';er‘a exisre (.[ no perre
nece 3L dominio porq{ue, anuLd aL .‘:I.&;omfnacbr>_
Por Lo Tanto no se E.umpr.e i F(x): F(Ac) ni
Plo)=-P() porgue pem X=1 no se compe y debe
CumPUrse, para +oda X)Y ho €5 ni par hi 1m93r‘-
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lﬂ, Dado &L sia grdfica haLar : .ED:JGMMEO € magon
@C&ms Pf S19n0S 3 9 thfniaﬂdn anau’r;ca de 3
Fumiofuj t%) LoS 5[’&'[:1'1:0;5 Fara F(x{,z);

(ORX f(—-Zx); -2 (%)

A
.)’ 9 D:-K (ha hay resrn‘cr:iﬂnes)
—~A /7 i

. —p
-2 -l | 3 X,
v 9(:8.1’05 :::sv-i}'K
uigh (—-m;—l) U(ijad)
. (-} 1)
¢ I-Iay que definma por parres. En cada parte Tene
M0S VN8 PormuLiTa digrinta. Ey esTe caso .as 3

partes Son fecTas, 4s’ que es raeil.

Teda fecta cumpre: i I‘1=ZVZ'.
Xy =%

y@ta ordenada at or%ﬂgg (dmde La recta Cor

T8 8l E(Se “y#) Los pares (Kz,}’z) F(XUVI> Sou
dos punTos con0cidos de (a recra.

Entonces:
| X< =2 => __l,_z f"i;'fﬂ‘[(’zi )

PO { 52X 4 (1) -24x<0 > -

-2-0 2 {xu‘ﬂ)‘(q'b

0-(D x 4 () xpO — '
| = 0 + ( ) ; = (%g,¥s) = “ID}
- {w ) = (0,1)

"o'Son 05 pun
CM) Y (ar¥e) § eregimos pars caicoar 4.

T
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t X<-2
=> F(K): -X-1 -2¢x<0 DEF‘.MC{G:'\ anaf,u’-rrc_a_
X-| X0

d F@qﬂl} —» Se mueve 2 hacia LA i%g}ui&r‘da

F(x)-Z2 —» se mueve 2 hscia db&}‘ﬂr

JVF(* o b w2 Y
=\ 7 A
NA T T
TR \/

-3

F(-zx) —» Se da vueLTa (Far eL ')}‘ Se contrae
en Un pacTor de ZJEH“K‘:

<2 £(x) — se da yuerta en'y’ y se expande en
bn pacror de 2 Tambidn em“yf

¥ Y
f(-2%) 2
| /7 AN F(x)

¥ Y T ] T | - \ T T —
-1 -I I 1 3 » '3 'E: 'I ...i i l 5 K
1l't :
2 -
|

lﬁ. ‘QE-FFESWGF L8S Sfauiem'cs Fun ciones:

9 F(‘Q‘ ,ﬁ 9 f(x)= 1 SerI(%.) c)F(x)- fn |K\
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9 (x - X-=l g 5
i CXPrESAmos
f xt] 4 ‘ ,eL mdduLo 5e5un
Su dar,m}cion:

XL s x-1%0
- i |

P(x) = { %1 = F(’“’ X>|
XL siox-1<0 X<
ey
}H p— Ap X=| no Per“reme.ce

p = av dominia ( pars que

o7 no Se anute €L dencm)

9 F(x)-,-.l Sen(%)] A Se Tfa1 de hacer e ara’pfco
de sen(x;) y despues  fepLejar hacia arriba o

dos L5 punes negaivos ( porgue &L sacar €L md
duo de on N° e %ueda ese mismo N fero sin
eL Si m:).

2
€S Como eL de se4 (x)

- m, 3 X pero expandido en un

Nl paeror de 2.

\Ea'ras partes se reFL%'an
hacia acrika debido g mdduto.

9 F(&):g’h|x| —w» OTT8 VeZ L4 expresamgs por pares,

F(Xb‘ %(}() st X>0 eL X=0 no estd en eL
B‘n(-'x) s1 X0 dominid Porr_:j,ue,ﬂ ﬁmﬂ)

t-se da vuetta en X

r EL dr‘a}:fcg &g 53“(&)
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bn(=%)

\

&_ En eL ejercicio anTerior determinar:

aj CuaLes $on ‘aeriofclfcas‘ @ culles son acoradss

95upremo, (ngim0, maxim0 Y minimo de .
1ma&m;55 es %ue. exisTen.

'a\Dggrniciﬂ?o . Una F’uncm!u €s Peridclica Si S0LO & existe
éll.aun T TaL qUE F(x)= F(x.{-'r). (can T'Po) Vx .

Gfdplcameme s muy F‘I‘L ver Si und F‘unmaq es
pe.nddxca 0 no: Si existe un PaTMOn de repericidy,

es decm 9 hay uUn Cierta cachiTo (de .’.Ona T) 30:.
se f‘BFiTE La Funetm es PGIJOCIICS Sing ho.

Ermronces S0L0 18 Funcidn b) dev o amerior 3
perxodlea (tL periodo es ACTR pafmﬁ es /\ )
)Cuardo Fﬂaéuma S Una Fumcicm €S &otada se

repiere aL UMTO Imgaen O Sea §i €L
rmaaen es af.crrado La Funcidn es acotada.

Los E,anduhms lmaﬁeu para (as f. dev % anTefior
E" \ s 300 €505 dos punTos

Tienen preimagen %o, no egielL inTervalo (-I;1),sino
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3010 €505 oS p)mas)

b [I = [0, r]\ C.

par L0 TanTO Los CASOS “a* 7 b’ mrrealsamlen a
funciones acoradas. £ ‘¢” no.

98. SUPI‘EWIO:- Maximao = |
Tapimo = Minime = -I

B+ Supremo - Maximo |
Tngimo = Minimo = 0

Ce No Tiene ni supremo ni inpimo y por w0
TanTO TamMPOCo  Tiene wmaximo ni minimo.

\_lfJ ZUna F’UhCid'H Paf‘ puede ser imyecrfua ?
Acorda-re g[uc, Para gfue. una Fuwc:‘oi—l Sea inyecriva
no debe haker dos‘x’ con 13 misma r‘maacni
Todas Las puneiones  pares CcompLen gue:
F(x,)= F(-x) . For Lo T&n'ro; yara c:.rat.guie.r X,
eL corres‘aondiem‘re X)) Tiene (a8 misma imegen.
ConeLusidn : L&l_gf_rg_a_ una Funcid% par pvede ser in
ye,crwa. y ”

i ane — " ___/’/
Esa pl) es par y, F .

per %5-', F(xDrF(xz) ton X 1%, Xy X, X

por Lo 'rarm:-) o es inyemiva.
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4 y i
: GfﬁFiﬂamt?HTe padanas Ver s una Fundd;q s

in};e,ccriva 0 mbrcyeariua imaéinando Lineas paraLecas
aL eét X (hcriamTaLesD:

lSl TOodas €sas Li’heéﬁ COrTan aL menos uUna vez g
arafpi 0 => €5 sobreyectiva
-

o Si T0das @533 Livieds COMan 3 (O SUmA Una vez
aL 8ra’pfca => €5 (nyectiva

- e | — —— o m—

— - ——

et —

(;7,/::::: :;é

Todas 12§ Lineas Cruzan (
£ n
iusTO Lna Ve aL 5raFlﬂG,

Tadas cruzan aw mencs
uha vez (es sobrey.),
es 5obre)z e my. ALgunas masg de una

vez (no es .‘ny.)

\_‘g_lﬁadas LAS Fun&ionc& F(x> Y 5@.:) dererminar

dominio e ima(jan de cady una pars s}ut eX{5Tan

Fog y &F hatLars.

t ()= log| |><|-1ﬂ B(x.): \]Hq

pﬁ'm&m anaLiCemes Las dﬂﬁ PGF ‘.’:t‘i'?&["cld,gIlr comg St

ho Las Fuén’amos a Componer.
¢ F(x) = %(M") => (ara Pader 3acar 158 se debe

Compuc: [x|-150 => |X|>1 =5 X51 u X¢-}

e —)
arauman-m . deL 298
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:‘f: xl—ll)
= EDF-:(-—mJ-{)u(Iﬁra \ !I ‘Idgﬂ/,
N

Ademss

(&L Laaari'rmg Puede. Tomar Guetgiuier vaLor i Se deda

Q,Ue. NV araumem'ro Uaya desde cero (sin fncwiﬁ.ﬂ) hasry _
t®, oMo en este €as0 ).

'6(")= ‘JK—Z = Cara Inoder sacar raiz se debe
CUIMPLW'. .5(—'2.30 => K?Z ¢ {;—l\

>|05- (0] [Gloe] T

Ahera lnaéamos LS Compasicion es

-(Fﬂécxblﬁ(g(xﬁ = Exdtre. & Tae U

Cor Lo e hicimos recién vewaos que 1o se cum

pLe que 'Ia ¢ TJF pergue ¥ lncLuye @ Log
PunT{Js [0} f] >{ DF no. Asi Q}u& vamas a hacer
Una (estriceion de 6’ 8*‘ de manera gfua SU ima.

aem dea: )

\%« .:([}-Ha)\ (ahora S| J%.QDF)
Qusaamas eL dominio de 5" de. manera 5,?11& esa
S¢a Su ima&en ('rados 0% y-JE_z‘ deben seg >1)'~
m>t =5 X-251 =5 X>3
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for Lo TanTO: (Dat " (3&0)\

L%TOJ dhara ¢/ Podemas caLcuLar Fog‘ (c.on La

resTrin ida)- La f:drmut.a de g% es L3
misma %ue La dﬁcj,nbwa.

Fof ) = £ (§) - &g )
- bg (192 1) - (g (72-1)|

esTe es Siempre | (XQI‘ '%“('i*”))

as’ QIUF.' NE‘FW
Er dominio de Faa* es iéuaa, aL dominio de g,

la ima&&w de Foa* €sTd pormada par Las a‘maéenc;
por ¢, de Todos 105 purTos de 'Iﬁ* :

B BT 850 EJ% =(3;14) \EF@@' ’ud

.60 F(x) =5(F®) = Existe g IF c D&
Mhls, e resmﬂa;p £ de manera que:\I’Fn[zi +w)|

Qara tiut €50 se CumpLa:

b(1q-)32 = 00D 5 10 s 415 100
k”'%fﬂ base 10.
= IK\;lOI => X210\ v Xg<-Ia|

s @F“ = (-20;-101] o [101;"0)1




ANALISIS PARA EL CBC - PARTE 1 -42 -

LN GORCEM o]

COHL < (4,010 ﬂt ‘e OWﬂ

llEImmEFnﬂS | |

ASIMOV

lﬂ. Qe,[zfnir Paramémcammre L3 sa. cyrva: K+‘“/1=|

= ELe_éiman (Ho X=T jorque

se comlobica ’ hag quc sacar 1'&@., dgarecen r‘E-S'rrfcci-:}Mﬁ..)

=> Xt4T'= | = X=[-4T?
(%r L0 TanTo: &ﬁ):(l—‘itz{[)} con CEK

Esa no es ta dniea porma de definic T Rodemos

Tomar ‘E”Y = -Eth\/?- => en L3 ec. de

ld wrvd: X4T'.| = Xx= |-T°

yén esTe ¢a%0 L3 &xprasio; Faramefm'ca €5

[f(jY)=(I'IZJ _1;) s Es AiS"I'fl'ﬂ'& 8 @ ¢rfa, am

Z %ue, deFinen la migma cyrva.

h?ﬂ, Gragicar y Obvener wna expresion cartesians
. ot Loy
pato La sxémen're, &Preﬁmn parameTnica:
X=0 €0ST

=> 0, Lom0 Lo eseri bimos ariba
Y b sent

(%)= (a 5T ; b s&r:'r)
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'fJUSr.amas L3 &xpr%iﬂﬁ CarTes\ana. Vamas a usar

due o8’y sea'T- || as podemos etiminar 13

Ty doTener una ecyacian que fewcione X con Y.

X’ 0 coste & X/t = COS'T

Ve: b setr 2 e 7
Y /bz- x %' T

g c] = + “
umandg ‘7[%1—1-%5:'1\ Lisra!,csaesw&p-carrcstana

Ahora 6rapiqu&m05. Bra eso Tenes goe ir variando

e Vaer de T )x 8F&Ffaando er Par [x}ﬂ qu&
carreapouaa a cada T

Can T:2w voLvemos aL puwito de Parricla. 0 seq,
cuando T vara enrre Qy 21 (T ¢ [o gw))cm
Sequimos €, 6ra'F:'ca CampLeTQ,

PROXIME TEMS ! LIMITE
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daden que podemoh LA -
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